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♣❧❛♥♥✐♥❣✱ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦❢ s❡❛r❝❤ s♣❛❝❡s✱ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥tr♦❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♣❛r❛❞✐❣♠s✱ ♦r
♠❡t❛✲❧❡✈❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✐♥ r❡❛s♦♥✐♥❣ s②st❡♠s✳
❙tr❛t❡❣✐❡s ❛r❡ t❤✉s ✉❜✐q✉✐t♦✉s ✐♥ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛s♦♥✐♥❣
s②st❡♠s✱ ②❡t ♦♥❧② r❡❝❡♥t❧② ❤❛✈❡ t❤❡② ❜❡❡♥ st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤❡✐r ♦✇♥ r✐❣❤t✳ ■♥ t❤❡
t✇♦ ❝♦♠♠✉♥✐t✐❡s ♦❢ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✇♦r❦s❤♦♣s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r♦❣r❡ss t♦✇❛r❞s ❛ ❞❡❡♣❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡
♥❛t✉r❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡✐r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s✱ t❤❡✐r ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❛♥❞ t❤❡✐r ✉s❛❣❡✳
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r ✇❡ ❛r❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ t♦ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡✲
❣✐❡s ❛♥❞ t♦ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦✐♥ts ♦❢ ✈✐❡✇✱ ♥❛♠❡❧② r❡✇r✐t✐♥❣✲
❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ♦♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞✱ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢✲s❡❛r❝❤ ♦♥
t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✳ ❲❡ ✇✐❧❧ r❡❧② ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❛♥❞ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ st✉❞✐❡❞ ❬✸✷❪✳ ■♥ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ❢r♦♠ ❡❧❡♠❡♥t❛r②
str❛t❡❣✐❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❞✐r❡❝t❧② ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ♠♦r❡
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✸
❡❧❛❜♦r❛t❡❞ str❛t❡❣✐❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❜✉✐❧t ✉s✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧✐❦❡
✐♥ ❊▲❆◆ ❬✸✹✱ ✶✵❪✱ ❙tr❛t❡❣♦ ❬✺✻❪✱ ❚❖▼ ❬✻❪ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧② ▼❛✉❞❡ ❬✹✹❪✳ ❚❤❡
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧✲
❝✉❧✉s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❛❧s♦ ❡①✐sts ✐♥ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ❛
s❡t ♦❢ ❝♦r❡ str❛t❡❣✐❡s✱ ❤✐st♦r✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❧❝❢✱ ✐s ✉s❡❞
t♦ ♣r♦❣r❛♠ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ♣❛tt❡r♥s✳ ❚❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ s✉❝❤ ❛
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❬✶✽✱ ✸✵✱ ✸✺❪✳
❇✉✐❧❞✐♥❣ ✉♣♦♥ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ✭r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✷✮✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ❛r❡ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s
♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤✐s
❛❜str❛❝t ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t♦ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭r❡❝❛❧❧❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✱ ✇❡ ❛r❡
❛❜❧❡ t♦ ❞r❛✇ ❛ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❜❡t✇❡❡♥ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r
❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❲❤✐❧❡ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✱ ❡ss❡♥✲
t✐❛❧❧② r❡❧② ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡❧② ❡①♣❧♦r❡❞ ❛♥❞ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❡r♠ r❡❞✉❝t✐♦♥
❜② r❡✇r✐t✐♥❣ ♦r ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✱
r❡q✉✐r❡ t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ♦r✐❣✐♥❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✿ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❛s
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❛s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣✱ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛s ❛♥
❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❞❡❞✉❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡r❡ ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r ❞❡✲
✈❡❧♦♣✐♥❣ ❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ tr❡❡s✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ✈✐s✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ♣r♦♦❢
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛s ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢
s❡❛r❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❝❛♣t✉r❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦✉♥❞❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣②✳
✷ ❆❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s
❲❤❡♥ ❛❜str❛❝t✐♥❣ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✱ ♦♥❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ♣r❡❧✐♠✐♥❛r② r❡✲
♠❛r❦ ✐s t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ st❛rt ❢r♦♠ ❛♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❆❘❙✮ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❣r❛♣❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡❧❛t✐♦♥✳ ❚❤✐s ✐s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t✱ s♣❡❛❦✐♥❣ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
❜❡t✇❡❡♥ ✏❜❡✐♥❣ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥✑ ❛♥❞ ✏❜❡✐♥❣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞✑✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❆❘❙
❛s r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ✐♥ ❬✺❪ ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ s❛② t❤❛t✱ ❡✳❣✱ a ❛♥❞ b ❛r❡ ✐♥ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✉t ♥♦t
t❤❛t t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ s❡✈❡r❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s t♦ ❞❡r✐✈❡ b ❢r♦♠ a✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ t❤❡ ♠♦r❡ ❡①♣r❡ss✐✈❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❬✺✹✱ ✸✽❪✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♥♦t✐♦♥
♦❢ ♦r✐❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❛t ♦❢ ❛ r❡❧❛t✐♦♥✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✭❆❘❙✮ ✐s ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♦r✐❡♥t❡❞
❣r❛♣❤ (O,S)✳ ❚❤❡ ♥♦❞❡s ✐♥ O ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞ ♦❜❥❡❝ts✱ t❤❡ ♦r✐❡♥t❡❞ ❡❞❣❡s ✐♥ S ❛r❡
❝❛❧❧❡❞ st❡♣s✳
❊❳❆▼P▲❊ ✷✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❣r❛♣❤✐❝❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✐♥❛r② ♦r✐✲
❡♥t❡❞ ❣r❛♣❤✳
✹ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
✶✳ ❆ ✜rst st❛♥❞❛r❞ ❡①❛♠♣❧❡✿ Alc = a
φ1
''
φ2

b
φ3
hh
φ4

c d
✷✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❡st ♦❢ ✉s✐♥❣ ❣r❛♣❤ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜✐♥❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ✐s ❡①❡♠♣❧✐✜❡❞
❜② Ac = a
φ1
QQ
φ2

❚❤❡ ♥❡①t ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡♥❛♠✐♥❣ ♦❢ ✉s✉❛❧ ♦♥❡s ✐♥ ❣r❛♣❤
t❤❡♦r②✳ ❚❤❡✐r ✐♥t❡r❡st ✐s t♦ ❛❧❧♦✇ ✉s t♦ ❞❡✜♥❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s✳ ■❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ♥♦t ♦r✐❣✐♥❛❧✱ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥t❛✲
t✐♦♥ ✐s✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✸ ✭❉❡r✐✈❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆❘❙ A✿
✶✳ ❆ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❡❞❣❡ φ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ ✐ts s♦✉r❝❡ a ❛♥❞
t❛r❣❡t b✳ ❚❤✐s ✐s ✇r✐tt❡♥ a _φA b✱ ♦r s✐♠♣❧② a _
φ b ✇❤❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✳
✷✳ ❆♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦r A✲r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ✐s ❛ ♣❛t❤ pi ✐♥ t❤❡ ❣r❛♣❤ A✳
✸✳ ❲❤❡♥ ✐t ✐s ✜♥✐t❡✱ ❛♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ pi ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ a0 _
φ0 a1 _
φ1
a2 . . . _
φn−1 an ❛♥❞ ✇❡ s❛② t❤❛t a0 r❡❞✉❝❡s t♦ an ❜② t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
pi = φ0φ1 . . . φn−1❀ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ a0 _
φ0φ1...φn−1 an ♦r s✐♠♣❧②
a0 _
pi an✳ ❲❡ ❝❛❧❧ n t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ pi✳
✭❛✮ ❚❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ pi ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t a0 ❛♥❞ ✐ts ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡
s✐♥❣❧❡t♦♥ ❞♦♠(pi) = {a0}✳
✭❜✮ ❚❤❡ t❛r❣❡t ♦❢ pi ✐s t❤❡ ♦❜❥❡❝t an ❛♥❞ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛✲
t✐♦♥ pi t♦ a0 ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡t♦♥ ❞❡♥♦t❡❞ (pi a0) = {an}✳ ❚❤✐s ✐s ❛❧s♦
❞❡♥♦t❡❞ s✐♠♣❧② pia0 ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s②♥t❛❝t✐❝ ❛♠❜✐❣✉✐t②✳
✹✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ D(A)✳
✺✳ ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❡♠♣t② ✇❤❡♥ ✐ts ❧❡♥❣t❤ ✐s ③❡r♦✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛s❡ ✐ts s♦✉r❝❡
❛♥❞ t❛r❣❡t ❛r❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ a ✐s ❞❡✲
♥♦t❡❞ ida✳
✻✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t✇♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi1 ❛♥❞ pi2 ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇❤❡♥
❞♦♠(pi1) = {a} ❛♥❞ pi1a = ❞♦♠(pi2)✳ ❚❤❡♥ pi1;pi2 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥❡✇
A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ a _pi1A b _
pi2
A c ❛♥❞ ((pi1;pi2) a) = (pi2(pi1a)) = {c}✳
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✺
◆♦t❡ t❤❛t ❛♥ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✳
❊❳❆▼P▲❊ ✹✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡s✱ ✇❡ ❤❛✈❡✿
✶✳ D(Alc) ⊃ {ida, φ1, φ1φ3, φ1φ4, φ1φ3φ1, (φ1φ3)
n, (φ1φ3)
ω, . . .}✱ ✇❤❡r❡
φn ❞❡♥♦t❡s t❤❡ n✲st❡♣s ✐t❡r❛t✐♦♥ ♦❢ φ ❛♥❞ φω ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ✐♥✜♥✐t❡ ✐t❡r✲
❛t✐♦♥ ♦❢ φ❀
✷✳ D(Ac) ⊃ {φ1, φ2, φ1φ2, . . . , (φ1)
ω, (φ2)
ω, . . .}✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s st❛t❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❛♥ ❆❘❙✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✺ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆❘❙ A = (O,S)✿
• A ✐s t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✭♦r str♦♥❣❧② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣✮ ✐❢ ❛❧❧ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❢
✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤❀
• ❆♥ ♦❜❥❡❝t a ✐♥ O ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ♦♥❧②
♦♥❡ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ a ✭❡✳❣✳✱ a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ♥♦ ❡❞❣❡✮❀
• ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐ts t❛r❣❡t ✐s ♥♦r♠❛❧✐③❡❞❀
• ❆♥ ❆❘❙ ✐s ✇❡❛❦❧② t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛
♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✻ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳ ❆♥ ❆❘❙ A = (O,S) ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✐❢ ❢♦r ❛❧❧
♦❜❥❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛❧❧ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi1 ❛♥❞ pi2✱ ✇❤❡♥ a _
pi1 b ❛♥❞
a _pi2 c✱ t❤❡r❡ ❡①✐st d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi3, pi4 s✉❝❤ t❤❛t c _
pi3 d
❛♥❞ b _pi4 d✳
✸ ❆❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s
❲❡ ✉s❡ ❛ ❣❡♥❡r❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ❬✸✹❪ ❛♥❞ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠
t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ✐♥✱ ❡✳❣✳✱ ❬✺✹❪✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✼ ✭❆❜str❛❝t ❙tr❛t❡❣②✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆❘❙ A✿
✶✳ ❆♥ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ζ ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✭✜♥✐t❡ ♦r
♥♦t✮ ♦❢ A✳
✷✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ♦♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t a ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ζa✳ ■t ❞❡♥♦t❡s t❤❡
s❡t ♦❢ ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ r❡❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ a ✉s✐♥❣ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ✿
ζa = {b | ∃pi ∈ ζ s✉❝❤ t❤❛t a _pi b} = {pia | pi ∈ ζ}
❲❤❡♥ ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ ❤❛s s♦✉r❝❡ a✱ ✇❡ s❛② t❤❛t t❤❡ str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥ ♦♥ a ❢❛✐❧s✳
✻ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
✸✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ♦♥ ❛ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❛♣♣❧②✐♥❣ ζ t♦
❡❛❝❤ ❡❧❡♠❡♥t a ♦❢ t❤❡ s❡t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ✉♥✐♦♥ ♦❢ ζa ❢♦r ❛❧❧ a ✐♥ t❤❡
s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts✳
✹✳ ❚❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ str❛t❡❣② ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ♦❜❥❡❝ts t❤❛t ❛r❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ✿
❞♦♠(ζ) =
⋃
δ∈ζ
❞♦♠(δ)
✺✳ ❚❤❡ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ Id✿
Id = {ida | a ∈ O}
❲✐t❤ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❛ str❛t❡❣② t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ✐♥✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
❢r♦♠ s♦✉r❝❡ a ✐s ♥♦t ❞❡✜♥❡❞ ♦♥ a✳ ❚❤✐s ❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ❛ str❛t❡❣② ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ s♦✉r❝❡ a ❛♥❞ r❡t✉r♥s t❤❡
❡♠♣t② s❡t ∅✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡ str❛t❡❣② ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❢❛✐❧s✳ ❚❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
✐s ❛ str❛t❡❣② ❝❛❧❧❡❞ Fail ❀ ✐ts ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛❧✇❛②s ❢❛✐❧s✳ ◆♦t✐❝❡ ✜♥❛❧❧② t❤❛t
✐♥st❡❛❞ ♦❢ r❡t✉r♥✐♥❣ s❡ts ♦❢ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ ♠✐❣❤t ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❡s t♦ r❡t✉r♥
♠✉❧t✐s❡ts ♦r ❡✈❡♥ ❧✐st ♦r ❛♥② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✳
❊❳❆▼P▲❊ ✽ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ❋♦r Alc✱ ❧❡t ✉s ❞❡✜♥❡ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ ❛
❢❡✇ str❛t❡❣✐❡s✿
✶✳ ζ1 = D(Alc)✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ❙♦ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✿ ζ1a =
{a, b, c, d}✳
■❢ ♠✉❧t✐s❡ts ♦❢ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ζ1a = {a, a, ..., b, c, d} ✐♥ ✇❤✐❝❤ a
♦❝❝✉rs ❢♦r ❡❛❝❤ ✜♥✐t❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡s (φ1φ3)
ω✳
✷✳ ζ2 = ∅(= Fail)✿ ❢❛✐❧✉r❡✱ ♥♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ✐✳❡✳✱ ❢♦r ❛❧❧ x ✐♥ Olc✱
ζ2x = ∅✳
✸✳ ζ3 = {(φ1φ3)
∗φ4}✱
a ❛❧✇❛②s ❝♦♥✈❡r❣❡s t♦ d✿ ζ3a = {d}❀
b ✐s ♥♦t tr❛♥s❢♦r♠❡❞ ✭❛s ✇❡❧❧ ❛s c ❛♥❞ d✮✿ ζ3b = ∅✳
✹✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ((φ1φ3)
ω a) ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ❆❘❙ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♠✉st ❜❡ ❝❛r❡✲
❢✉❧❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✾ ✭❚❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❆❘❙ A =
(O,S) ❛♥❞ str❛t❡❣② ζ✿
• A ✐s ζ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✐♥ ζ ❛r❡ ♦❢ ✜♥✐t❡ ❧❡♥❣t❤❀
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✼
• ❆♥ ♦❜❥❡❝t a ✐♥ O ✐s ζ✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s t❤❡
♦♥❧② ♦♥❡ ✐♥ ζ ✇✐t❤ s♦✉r❝❡ a❀
• ❆ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ζ✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ✇❤❡♥ ✐ts t❛r❣❡t ✐s ζ✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞❀
• ❆♥ ❆❘❙ ✐s ✇❡❛❦❧② ζ✲t❡r♠✐♥❛t✐♥❣ ✐❢ ❡✈❡r② ♦❜❥❡❝t a ✐s t❤❡ s♦✉r❝❡ ♦❢ ❛
ζ✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳
❊❳❆▼P▲❊ ✶✵ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ●✐✈❡♥Alc ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ζ ❞❡✜♥❡❞
❛s a _φ1 b _φ4 d✱ b ✐s ζ✲♥♦r♠❛❧✐③❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ ζ ✇✐t❤
s♦✉r❝❡ b✳
■t ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❡♠♣t✐♥❣ t♦ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✻ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
❆♥ ❆❘❙ A = (O,S) ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts a✱ b✱ c
✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛❧❧ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi1 ❛♥❞ pi2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a _
pi1 b ❛♥❞ a _pi2 c
t❤❡r❡ ❡①✐sts d ✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi3, pi4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t c _
pi3 d ❛♥❞
b _pi4 d✳
❍♦✇❡✈❡r t❤✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ♥♦t ❝♦rr❡❝t s✐♥❝❡ ♥♦t❤✐♥❣ ❡♥s✉r❡s t❤❛t t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s c _pi3 d ❛♥❞ b _pi4 d ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ str❛t❡❣②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
t✇♦ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r
str❛t❡❣②✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✶ ✭❲❡❛❦ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❆♥ ❆❘❙ A = (O,S)
✐s ✇❡❛❦❧② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛❧❧
A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi1 ❛♥❞ pi2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a _
pi1 b ❛♥❞ a _pi2 c t❤❡r❡ ❡①✐sts d
✐♥ O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi′3, pi
′
4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t pi
′
3 : a _ b _ d ❛♥❞
pi′4 : a _ c _ d✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✷ ✭❙tr♦♥❣ ❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✉♥❞❡r str❛t❡❣②✮✳ ❆♥ ❆❘❙ A = (O,S)
✐s str♦♥❣❧② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ ♦❜❥❡❝ts a✱ b✱ c ✐♥ O✱ ❛♥❞ ❛❧❧
A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi1 ❛♥❞ pi2 ✐♥ ζ✱ ✇❤❡♥ a _
pi1 b ❛♥❞ a _pi2 c t❤❡r❡ ❡①✐sts d ✐♥
O ❛♥❞ t✇♦ A✲❞❡r✐✈❛t✐♦♥s pi3, pi4 ✐♥ ζ s✉❝❤ t❤❛t✿
✶✳ b _pi3 d ❛♥❞ c _pi4 d❀
✷✳ pi1;pi3 ❛♥❞ pi2;pi4 ❜❡❧♦♥❣ t♦ ζ✳
❊❳❆▼P▲❊ ✶✸ ✭❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❝♦♥t✐♥✉❡❞✮✳ ▲❡t ✉s ❛❣❛✐♥ ❝♦♥s✐❞❡r Alc ❛♥❞ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✈❛r✐♦✉s str❛t❡❣✐❡s✿
✶✳ ζ1 = D(Alc)✱ ✐✳❡✳✱ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ Alc ✐s ♥❡✐t❤❡r ✇❡❛❦❧② ♥♦r str♦♥❣❧②
❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r ζ1✿ ❥✉st ❝♦♥s✐❞❡r pi1 : a _
φ1 b _φ4 d ❛♥❞ pi2 : a _
φ2 c✳
✷✳ ζ2 = ∅(= Fail)✿ Alc ✐s tr✐✈✐❛❧❧② ❜♦t❤ ✇❡❛❦❧② ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥✢✉❡♥t
✉♥❞❡r ζ2✳
✽ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
✸✳ ζ3 = {(φ1φ3)
∗φ4}✿ Alc ✐s ❛❧s♦ ✇❡❛❦❧② ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r ζ3✳
✹✳ ❋♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛s♦♥✱ t❤✐s ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❝❛s❡ ❢♦r ζ4 = (φ1φ3)
ω ✇❤♦s❡
r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t✳
❚♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❡❛❦ ❛♥❞ str♦♥❣ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧❡t ✉s ❝♦♥✲
s✐❞❡r O = {a, b, c, d} ❛♥❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s φ1, φ2, φ3, φ4, φ
′
1, φ
′
2, φ
′
3, φ
′
4✳ ❚❤✐s
❆❘❙ Alc ✐s ✇❡❛❦❧② ❛♥❞ str♦♥❣❧② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ str❛t❡❣② ζ = {a _
φ1
b, a _φ2 c, b _φ3 d, c _φ4 d, a _φ1 b _φ3 d, a _φ2 c _φ4 d}✱ ❜✉t ✐s
♥♦t ✉♥❞❡r ζ = {a _φ1 b, a _φ2 c, b _φ3 d, c _φ4 d}✳ A ✐s ✇❡❛❦❧② ❜✉t
♥♦t str♦♥❣❧② ❝♦♥✢✉❡♥t ✉♥❞❡r t❤❡ str❛t❡❣② ζ = {a _φ1 b, a _φ2 c, b _φ3
d, c _φ4 d, a _φ
′
1 b _φ
′
3 d, a _φ
′
2 c _φ
′
4 d}✳
✹ ❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s
❚❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦r ρ✲❝❛❧❝✉❧✉s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ❧❛♠❜❞❛✲
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✶✹❪✳ ❲❡ r❡❝❛❧❧ ❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ s②♥t❛❝t✐❝
✐♥❣r❡❞✐❡♥ts ♥❡❝❡ss❛r② t♦ s❡t✲✉♣ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✉s✐♥❣
❛ s②♥t❛① t❤❛t r❡str✐❝ts ♣❛tt❡r♥s t♦ ❜❡ ♦♥❧② ❛❧❣❡❜r❛✐❝✱ ❛ ❝❛s❡ s✐♠♣❧❡r t❤❛♥
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♦♥❡ ✇❤❡r❡ ♣❛tt❡r♥ ♠❛② ❝♦♥t❛✐♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭s❡❡ ❬✶✹❪✮✳
❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶ ✭❙②♥t❛①✮✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♠❜♦❧s ✏❴ _ ❴✑ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥
♦♣❡r❛t♦r✮✱ ✏❴ ≀ ❴✑ ✭str✉❝t✉r❡ ♦♣❡r❛t♦r✮✱ t❤❡ ✭❤✐❞❞❡♥✮ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✱
❛ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❛ s❡t K ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts✱ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛r✐t②
❞❡♥♦t❡❞ ar(K)✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ t❤❡ ❜❛s✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✿
T ::= X | K | P _ T | T T | T ≀ T ❚❡r♠s
P ::= X | (. . . ((K P1) P2) . . . Par(K) ❆❧❣❡❜r❛✐❝ P❛tt❡r♥s
❆ ❧✐♥❡❛r ♣❛tt❡r♥ ✐s ❛ ♣❛tt❡r♥ ✇❤❡r❡ ❡✈❡r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❝❝✉rs ❛t ♠♦st ♦♥❝❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ❛ss♦❝✐❛t❡s t♦ t❤❡ ❧❡❢t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡
♦t❤❡r ♦♣❡r❛t♦rs ❛ss♦❝✐❛t❡ t♦ t❤❡ r✐❣❤t✳ ❚❤❡ ♣r✐♦r✐t② ♦❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐s
❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ✏❴ _ ❴✑ ✇❤✐❝❤ ✐s✱ ✐♥ t✉r♥✱ ♦❢ ❤✐❣❤❡r ♣r✐♦r✐t② t❤❛♥ t❤❡
✏❴ ≀ ❴✑✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s②♠❜♦❧s A,B,C, . . . r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t T ♦❢
t❡r♠s✱ t❤❡ s②♠❜♦❧s x, y, z, . . . r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭X ⊆ T ✮✱
t❤❡ s②♠❜♦❧s a, b, c, . . . , f, g, h, . . . ❛♥❞ str✐♥❣s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ t❤❡♠ r❛♥❣❡ ♦✈❡r ❛
s❡t K ♦❢ ❝♦♥st❛♥ts ✭K ⊆ T ✮✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ s②♠❜♦❧s P,Q r❛♥❣❡ ♦✈❡r t❤❡ s❡t
P ♦❢ ♣❛tt❡r♥s✱ ✭X ⊆ P ⊆ T ✮✳ ❱❡❝t♦rs ♦❢ t❡r♠s (A1, . . . , An) ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞
❜② A✳ ❲❡ ✉s✉❛❧❧② ❞❡♥♦t❡ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ (. . . ((f A1) A2) . . . An) ❜②
f(A1, A2, . . . , An)✳ ■❞❡♥t✐t② ♦❢ t❡r♠s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ≡✳
❆ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ P _ B ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭♦r r✉❧❡✮ ✇✐t❤ ♣❛tt❡r♥ P
❛♥❞ ❜♦❞② B❀ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❢ P ❛r❡ ❜♦✉♥❞ ✐♥ B✳ ❚❤❡ t❡r♠
A ≀ B ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ str✉❝t✉r❡✳
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✾
❆s ❢♦r t❤❡ ❧❛♠❜❞❛✲❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ 7→ ♦❢ t❤❡
r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦♥❣r✉❡♥❝❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦♣✲❧❡✈❡❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s✿
(P _ A)B →ρ Aθ if ∃θ. Pθ ≡ B
(A ≀ B) C →δ A C ≀ B C
❚❤❡ ♦♥❡ st❡♣ r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② 7→ρ ♦r 7→δ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭→ρ✮✱ t❤❡
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❝❤❡❝❦✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ♠❛t❝❤✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ✳
❲❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t❤✐s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ A✱ t❛❦✐♥❣ ❝❛r❡ ♦❢ ❢r❡❡ ❛♥❞
❜♦✉♥❞❡❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✉s✉❛❧ ✐♥ ❛ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r s❡tt✐♥❣ ✭r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t _ ✐s
❛♥ ❛❜str❛❝t♦r✮✳
✺ ❙tr❛t❡❣✐❝ r❡❞✉❝t✐♦♥
▲❡t ✉s ♥♦✇ ❝♦♠❡ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠♦r❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s
❛♥❞ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ t♦ s❡❡ ❤♦✇ ✐t ✜ts t♦ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ♥♦t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛❜♦✈❡✳
❇❛s✐❝ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦♥ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✸✱ ✸✼✱ ✺❪✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
st❛♥❞❛r❞ ♥♦t❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ T (F ,X ) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢
✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠s ❜✉✐❧t ❢r♦♠ ❛ ❣✐✈❡♥ ✜♥✐t❡ s❡t F ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ❛
❞❡♥✉♠❡r❛❜❧❡ s❡t X ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ❛ t❡r♠ t
✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② Var(t)✳ ■❢ Var(t) ✐s ❡♠♣t②✱ t ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠ ❛♥❞
T (F) ✐s t❤❡ s❡t ♦❢ ❣r♦✉♥❞ t❡r♠s✳ ❆ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ ✐s ❛♥ ❛ss✐❣♥♠❡♥t ❢r♦♠
X t♦ T (F ,X )✱ ✇✐t❤ ❛ ✜♥✐t❡ ❞♦♠❛✐♥ {x1, . . . , xk} ❛♥❞ ✐s ✇r✐tt❡♥ σ = {x1 7→
t1, . . . , xk 7→ tk}✳
✺✳✶ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣
❆ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞ ♣❛✐r ♦❢ t❡r♠s l, r ∈ T (F ,X )✱ ❞❡♥♦t❡❞ l → r✱
✇❤❡r❡ ✐t ✐s ♦❢t❡♥ r❡q✉✐r❡❞ t❤❛t l ✐s ♥♦t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ Var(r) ⊆ Var(l)✳ ❲❡
✇✐❧❧ ❞r♦♣ t❤❡s❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❧❛t❡r✳ ❚❤❡ t❡r♠s l ❛♥❞ r ❛r❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞
t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ r✉❧❡✳ ❆ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ✐s
❛ ✭✜♥✐t❡ ♦r ✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❘✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛❜❡❧❧❡❞ t♦ ❡❛s✐❧② t❛❧❦
❛❜♦✉t t❤❡♠✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✹ ✭❖♥❡ st❡♣ r❡✇r✐t✐♥❣✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥ ❛❧✲
❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ✐♥ T (F ,X ) r❡✇r✐t❡s t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l → r ♦❢ R ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t✱ s✉❝❤ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧✉s✱
❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ρ✲t❡r♠ (l _ r) t♦ t ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ω ❡✈❛❧✉❛t❡s t♦ t′✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
❞❡♥♦t❡❞ ❜②
t[(l _ r)t|ω]ω 7→ρ t
′
❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞ t−→l→rω t
′ ♦r t−→Rω t
′ ✇❤❡♥ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡
✇❤✐❝❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞✳
✶✵ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
■♥❞❡❡❞ t❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t t|ω = σ(l)
❛♥❞ t′ = t[σ(r)]ω✳ ❆ s✉❜t❡r♠ t|ω ✇❤❡r❡ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐s ❝❛❧❧❡❞
r❡❞❡①✳ ❆ t❡r♠ t❤❛t ❤❛s ♥♦ r❡❞❡① ✐s s❛✐❞ t♦ ❜❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❢♦r R ♦r t♦ ❜❡ ✐♥
R✲♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳
❚♦ ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ❞✐r❡❝t❧② ❛ ✉♥✐q✉❡ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥
s②st❡♠ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❣❡♥❡r✐❝ ✇❛② t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✺ ✭❘❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ s❡t ♦❢ t❡r♠s T (F ,X ) ❛♥❞ ❛
s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s R✱ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠
R = (OR,SR) ✇✐t❤✿
• OR = T (F ,X )✱ ❛♥❞
• SR = {t→ t
′|t−→Rω t
′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t}✳
■t ✐s ♥♦✇ ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❣✐✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✿
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✻ ✭❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣✮✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ R = (OR,SR) ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠
r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣② ζ ♦❢ R✱ ❛ str❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
✭♦r r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ✮ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ζ✳ ❆ str❛t❡❣✐❝
r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r ζ ✐s ❛ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣ t−→Rω t
′ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
♦❢ ζ✳
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❡①t❡♥❞ ✐♠♠❡❞✐❛t❧② t♦ t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡
♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r② ❧✐❦❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈✐t②✲
❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ♦❢ s♦♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s②♠❜♦❧s✳ ❙tr❛t❡❣✐❝ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡
❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r r❡✇r✐t✐♥❣ ♠♦❞✉❧♦ r❡❧❛t✐♦♥s ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✺✶✱ ✸✶❪✳
❇❡s✐❞❡s t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❛♥♦t❤❡r r❡❞✉❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐♦♥✱ ❝❛❧❧❡❞ ♥❛r✲
r♦✇✐♥❣✱ ✐s ✇♦rt❤ ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛♥ ❆❘❙✳ ❚❤✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦❝❡ss✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✷✱ ✷✾❪✱ ✐s q✉✐t❡ s✐♠✐❧❛r t♦ r❡✇r✐t✐♥❣ ❜✉t t❤❡r❡✱ ♠❛t❝❤✐♥❣ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s r❡❝❛❧❧ ✐ts ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✿
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✼ ✭❖♥❡ st❡♣ ♥❛rr♦✇✐♥❣✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ t❡r♠ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥
❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t ✐♥ T (F ,X ) ♥❛rr♦✇s t♦ ❛♥ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ t❡r♠ t′ ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts
❛ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ l → r ♦❢ R ❛♥❞ ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t✱ s✉❝❤ t❤❛t t|ω ❛♥❞ l ❛r❡
✉♥✐✜❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❛ ♠♦st ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥✐✜❡r σ✳ ❚❤❡♥ t′ = σ(t[r]ω)✳ ❚❤✐s ✐s ❞❡♥♦t❡❞
t l→rω,σ t
′ ✇❤❡r❡ ❡✐t❤❡r ω ♦r σ ♠❛② ❜❡ ♦♠✐tt❡❞✱ ♦r s✐♠♣❧② t R t′ ✇❤❡♥ ✇❡
❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ♣r❡❝✐s❡ ✇❤✐❝❤ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ ✐s ✉s❡❞✳
❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡ f(x, x)→ x t❤❡ t❡r♠ f(g(y), z) ♥❛r✲
r♦✇s t♦ t❤❡ t❡r♠ g(y) ✇✐t❤ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ = {x 7→ g(y), z 7→ g(y)}✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❛t ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R ❣❡♥❡r❛t❡s ✐♥ ❛ s✐♠✐❧❛r
✇❛② ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ N = (OR,SR) ✇✐t❤✿
• OR = T (F ,X )✱ ❛♥❞
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✶
• SR = {t t
′|t l→rω t
′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ t}✳
❆s ❢♦r t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ✉s❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥
✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t s❡tt✐♥❣ ❛♥❞ ✇❡ ❝❛♥ ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣✿
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✽ ✭❙tr❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣✮✳
●✐✈❡♥ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ N = (OR,SR) ❣❡♥❡r❛t❡❞ ❜② ❛ t❡r♠
r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ R✱ ❛♥❞ ❛ str❛t❡❣② ζ ♦❢ N ✱ ❛ str❛t❡❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥
✭♦r ♥❛rr♦✇✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r str❛t❡❣② ζ✮ ✐s ❛♥ ❡❧❡♠❡♥t ♦❢ ζ✳ ❆ str❛t❡✲
❣✐❝ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣ ✉♥❞❡r ζ ✐s ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣ st❡♣ t  Rω t
′ t❤❛t ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ζ✳
✺✳✷ ❚❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
■♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ✜rst✲♦r❞❡r t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✱ str❛t❡❣✐❡s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥
✉s❡❞ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡①✳ ❚❤✉s
t❤❡② ❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ s❡t ♦❢ t❡r♠s ❧✐❦❡ ✐♥ ❬✺✹❪✳ ■♥
♦✉r ❣❡♥❡r❛❧ s❡tt✐♥❣ ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ st❛♥❞❛r❞
str❛t❡❣✐❡s ❡①♣r❡ss ❛ ♣r♦♣❡rt② t❤❛t ❛ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♠✉st s❛t✐s❢② t♦ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡
str❛t❡❣② ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ▲❡t ✉s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤✐s ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ❜② ❛ ❢❡✇ ❡①❛♠♣❧❡s
♦❢ str❛t❡❣✐❡s t❤❛t ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r✐♠❛r✐❧② ♣r♦✈✐❞❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ♥♦t✐♦♥s ♦❢
❝❛❧❧ ❜② ✈❛❧✉❡✱ ❝❛❧❧ ❜② ♥❛♠❡✱ ❝❛❧❧ ❜② ♥❡❡❞✳
▲❡❢t♠♦st✲✐♥♥❡r♠♦st ❛♥❞ ♦✉t❡r♠♦st r❡❞✉❝t✐♦♥
▲❡t R ❜❡ ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ♦♥ T (F ,X )✳ ❆ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡
✐♥♥❡r♠♦st ✭r❡s♣✳ ♦✉t❡r♠♦st✮ str❛t❡❣② ✈❡r✐✜❡s ✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t❡r♠ t ∈ T (F ,X )✱
t→Rω t
′ ❛♥❞ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥ ω ✐♥ t ✐s s✉❝❤ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ s✉✣① ✭r❡s♣✳
♣r❡✜①✮ ♣♦s✐t✐♦♥ ω′ ♦❢ ω s✉❝❤ t❤❛t t r❡✇r✐t❡s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ ω′✳
▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥
▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ ❍❛s❦❡❧❧ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♦r ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❬✷✸❪✱
❝♦♠❜✐♥❡s ✐♥♥❡r♠♦st ❛♥❞ ♦✉t❡r♠♦st str❛t❡❣✐❡s✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉♥❞❛♥t
r❡✇r✐t❡ st❡♣s✳ ❋♦r t❤❛t✱ ♦♣❡r❛t♦rs ♦❢ t❤❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❤❛✈❡ ❧❛❜❡❧s s♣❡❝✐❢②✐♥❣
✇❤✐❝❤ ❛r❣✉♠❡♥ts ❛r❡ ❧❛③② ♦r ❡❛❣❡r✳ P♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡♥ ❛♥♥♦t❛t❡❞
❛s ❧❛③② ♦r ❡❛❣❡r✱ ❛♥❞ t❤❡ str❛t❡❣② ❝♦♥s✐sts ✐♥ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❡❛❣❡r s✉❜t❡r♠s
♦♥❧② ✇❤❡♥ t❤❡✐r r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❤✐❣❤❡r ✐♥ t❤❡ t❡r♠ ❬✹✽❪✳
▲❛③② r❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ♠❡❝❤❛♥✐s♠s✱ s✉❝❤ ❛s
❧♦❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ♦r ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣✳
❘❡❞✉❝t✐♦♥ ✉♥❞❡r ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s
▲♦❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ♦♥ ♦♣❡r❛t♦rs✱ ✉s❡❞ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❖❇❏✲❧✐❦❡ ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡s ❬✷✺❪✱ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ LS ❢r♦♠ F t♦ t❤❡ s❡t L(N) ♦❢ ❧✐sts ♦❢
✐♥t❡❣❡rs t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❛♥❞ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♦r❞❡r t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ ❡❛❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥
s②♠❜♦❧ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞✳ ❆t ❡❛❝❤ st❡♣ ♦❢ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✱ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
✶✷ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
t❡r♠ t✱ t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡① ✐s ❝❤♦s❡♥ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ LS (f) ✇❤❡r❡ f ✐s t❤❡ t♦♣
♦♣❡r❛t♦r ♦❢ t❤❡ t❡r♠ t✳
❈♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡❞✉❝t✐♦♥
▲♦❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❬✹✶✱ ✹✷✱ ✶❪✱ ✇❤❡r❡
r❡✇r✐t✐♥❣ ✐s ❛❧s♦ ❛❧❧♦✇❡❞ ♦♥❧② ❛t s♦♠❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t❡r♠s✳ ❚❤❡
❢♦r♠❡r s♣❡❝✐❢② ❛♥ ♦r❞❡r✐♥❣ ♦♥ t❤❡s❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ♣♦s✐t✐♦♥s✱ s♦ t❤❡② ❛r❡ ♠♦r❡
s♣❡❝✐✜❝ t❤❛♥ ❝♦♥t❡①t✲s❡♥s✐t✐✈❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ✇❤❡r❡ ❛ r❡❞❡① ✐s ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢
♣♦s✐t✐♦♥s✳ ▼♦r❡ ♣r❡❝✐s❧❡②✱ ❤❡r❡✱ ❛ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛♣ ✐s ❛ ♠❛♣♣✐♥❣ µ : F 7→
P(N) s❛t✐s❢②✐♥❣ µ(f) ⊆ {1, . . . , k}✱ ❢♦r ❡❛❝❤ k✲❛r② s②♠❜♦❧ f ♦❢ ❛ s✐❣♥❛t✉r❡
F ❬✹✵❪✳ ❘❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ♠❛♣s ❞✐s❝r✐♠✐♥❛t❡ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♣♦s✐t✐♦♥s ♦♥ ✇❤✐❝❤
t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ st❡♣s ❛r❡ ❛❧❧♦✇❡❞✳
◆❡❡❞❡❞ ❛♥❞ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
■♥ ❬✷✼✱ ✷✽❪✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ ♥❡❡❞❡❞ ❛♥❞ str♦♥❣❧② ♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❢♦r
♦rt❤♦❣♦♥❛❧ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ✐s t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ✇❛②✱
✇❤❡♥ ✐t ❡①✐sts✱ t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ❛ t❡r♠✳ ❆ r❡❞❡① ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✇❤❡♥
t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✇❛② t♦ ❛✈♦✐❞ r❡❞✉❝✐♥❣ ✐t t♦ r❡❛❝❤ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠✳ ❘❡❞✉❝✐♥❣
♦♥❧② ♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ✐s ❝❧❡❛r❧② t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡❞✉❝t✐♦♥ str❛t❡❣②✱ ❛s s♦♦♥ ❛s
♥❡❡❞❡❞ r❡❞❡①❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝✐❞❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t t❤❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧✳
✺✳✸ ❙tr❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r r❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✈♦t❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss✐♥❣ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s❀ ❡①❛❝t❧② t❤❡ s❛♠❡
♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❡①♣r❡ss ♦t❤❡r str❛t❡❣✐❡s ❛s ✇❡ ✇✐❧❧ s❡❡ ❧❛t❡r✳
■♥ t❤❡ ✶✾✾✵s✱ ❣❡♥❡r❛❧✐③✐♥❣ ❖❇❏✬s ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❧♦❝❛❧ str❛t❡❣✐❡s✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ❤❛s
❡♠❡r❣❡❞ t♦ ❜❡tt❡r ❢♦r♠❛❧✐③❡ t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦♥ r❡✇r✐t✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥ ✐♥t❡r♣r❡t❡rs ♦r ❝♦♠♣✐❧❡rs ♦❢ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳
❚❤❡♥ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ str❛t❡❣② ❜② ❛ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ✐ts ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡
✐❞❡❛ ✐s ♥♦✇ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ t♦ s♣❡❝✐❢② ✇❤✐❝❤ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇❡
❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥✳
❱❛r✐♦✉s ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❤❛✈❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s
s✉❝❤ ❛s ❊▲❆◆ ❬✸✹✱ ✶✵❪✱ ❆P❙ ❬✸✾❪✱ ❙tr❛t❡❣♦ ❬✺✻❪✱ ❚❖▼ ❬✻❪ ♦r ♠♦r❡ r❡❝❡♥t❧②
▼❛✉❞❡ ❬✹✹❪✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡s s❤❛r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❜str❛❝t ✇❛②s
t♦ ❡①♣r❡ss ❝♦♥tr♦❧ ♦❢ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❜② ✉s✐♥❣ r❡✢❡①✐✈✐t② ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛✲
❧❡✈❡❧ ❢♦r ▼❛✉❞❡✱ ♦r ❛ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❊▲❆◆✱ ❙tr❛t❡❣♦ ♦r ❆❙❋✰❙❉❋✳
❙tr❛t❡❣✐❡s s✉❝❤ ❛s ❜♦tt♦♠✲✉♣✱ t♦♣✲❞♦✇♥ ♦r ❧❡❢t♠♦st✲✐♥♥❡r♠♦st ❛r❡ ❤✐❣❤ ❧❡✈❡❧
✇❛②s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❤♦✇ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❚❖▼✱ ❊▲❆◆✱ ▼❛✉❞❡
❛♥❞ ❙tr❛t❡❣♦ ♣r♦✈✐❞❡ ✢❡①✐❜❧❡ ❛♥❞ ❡①♣r❡ss✐✈❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s ✇❤❡r❡ ❤✐❣❤✲
❧❡✈❡❧ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ❧♦✇✲❧❡✈❡❧ ♣r✐♠✐t✐✈❡s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱
✇❡ ❝❤♦♦s❡ ❚❖▼ ❬✼❪✶ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s ♦❢
t❤✐s ❢❛♠✐❧② ❛♥❞ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❚❤❡
✶❤tt♣✿✴✴t♦♠✳❧♦r✐❛✳❢r
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✸
s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ❚❖▼ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦t❤❡rs ❛r❡ ♥❛t✉r❛❧❧②
❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡✇r✐t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✶✹✱ ✶✺❪✳
❲❡ ❝❛♥ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ t✇♦ ❝❧❛ss❡s ♦❢ ❝♦♥str✉❝ts ✐♥ t❤❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡✿ t❤❡
✜rst ♦♥❡ ❛❧❧♦✇s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❛s✐❝ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❝♦♥str✉❝ts t❤❛t ❡①♣r❡ss
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❛♥❞ ✉♥❞❡t❡r♠✐♥✐st✐❝ ❝❤♦✐❝❡✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱
t❤❡ ❝❛♣❛❜❧✐❧✐t② ♦❢ ❡①♣r❡ss✐♥❣ r❡❝✉rs✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜r✐♥❣s ❡✈❡♥ ♠♦r❡
❡①♣r❡ss✐✈❡ ♣♦✇❡r✳
❊❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣✐❡s
❆♥ ❡❧❡♠❡♥t❛r② str❛t❡❣② ✐s ❡✐t❤❡r Identity ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❡t Id
♦❢ ❛❧❧ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ Fail ✇❤✐❝❤ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡♠♣t② s❡t ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s
Fail✱ ♦r ❛ s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s R ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ♦♥❡✲st❡♣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r✉❧❡s ✐♥ R ❛t t❤❡ r♦♦t ♣♦s✐t✐♦♥✳ Sequence(s1, s2)✱ ❛❧s♦ ❞❡♥♦t❡❞ s2; s1 ✐s t❤❡
❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ s1 ❛♥❞ s2 ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ❡①✐sts✿ Sequence(s1, s2)t = s2(s1t)✳
❈♦♥tr♦❧ str❛t❡❣✐❡s
❆ ❢❡✇ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❜r❛♥❝❤✐♥❣ ❛♥❞ t❛❦❡
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ ❡❧❡♠❡♥ts ✭t❡r♠s✮✳
❝❤♦✐❝❡ Choice(s1, s2) s❡❧❡❝ts t❤❡ ✜rst str❛t❡❣② t❤❛t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐❧❀ ✐t ❢❛✐❧s ✐❢
❜♦t❤ ❢❛✐❧✿
Choice(s1, s2)t = s1t
✐❢ s1t ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐❧ ❡❧s❡ s2t✳
❛❧❧ s✉❜t❡r♠s ❖♥ ❛ t❡r♠ t✱ All(s) ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ str❛t❡❣② s ♦♥ ❛❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡
s✉❜t❡r♠s✿
All(s)f(t1, ..., tn) = f(t
′
1, ..., t
′
n)
✐❢ st1 = t
′
1, ..., stn = t
′
n❀ ✐t ❢❛✐❧s ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts i s✉❝❤ t❤❛t sti ❢❛✐❧s✳
♦♥❡ s✉❜t❡r♠ ❖♥ ❛ t❡r♠ t✱ One(s) ❛♣♣❧✐❡s t❤❡ str❛t❡❣② s ♦♥ t❤❡ ✜rst ✐♠✲
♠❡❞✐❛t❡ s✉❜t❡r♠ ✇❤❡r❡ s ❞♦❡s ♥♦t ❢❛✐❧✿
One(s)f(t1, ..., tn) = f(t1, ..., t
′
i, ..., tn)
✐❢ ❢♦r ❛❧❧ j < i✱ stj ❢❛✐❧s✱ ❛♥❞ sti = t
′
i❀ ✐t ❢❛✐❧s ✐❢ ❢♦r ❛❧❧ i✱ sti ❢❛✐❧s✳
✜①♣♦✐♥t ❚❤❡ µ r❡❝✉rs✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r ✭❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ t♦ rec ✐♥ ❖❈❛♠❧✮ ✐s ✐♥tr♦✲
❞✉❝❡❞ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ r❡❝✉rs✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s✳ µx.s ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐♥ s ✇✐t❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ µx.s✿
µx.s = s[x← µx.s]
✶✹ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
❚❤❡s❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❝♦♠♣♦s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞ ♦♥❡s✳ ❋♦r
✐♥st❛♥❝❡ Try(s) = choice(s, Identity)✿ Try(s) ❛♣♣❧✐❡s s ✐❢ ✐t ❝❛♥✱ ❛♥❞ ♣❡r✲
❢♦r♠s t❤❡ Identity ♦t❤❡r✇✐s❡✳ ❚❤❡ All ❛♥❞ One ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥
❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✜①♣♦✐♥t ♦♣❡r❛t♦r t♦ ❞❡✜♥❡ tr❡❡ tr❛✈❡rs❛❧s✳ ❋♦r ❡①❛♠✲
♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ TopDown(s) = µx.Sequence(s,All(x))✿ t❤❡ str❛t❡❣② s ✐s ✜rst
❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t❡r♠✱ t❤❡♥ t❤❡ str❛t❡❣② TopDown(s) ✐s
r❡❝✉rs✐✈❡❧② ❝❛❧❧❡❞ ♦♥ ❛❧❧ ✐♠♠❡❞✐❛t❡ s✉❜t❡r♠s ♦❢ t❤❡ t❡r♠✳
✻ ❙tr❛t❡❣✐❝ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❤❛✈❡ s❡❡♥ ❤♦✇ t❤❡ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ❝♦♥❝❡♣t
✐♥st❛♥t✐❛t❡s t♦ ❝♦♥tr♦❧ r✉❧❡✲❜❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ▲❡t ✉s ♥♦✇ ❡①♣❧♦r❡ t❤❡
❞❡❞✉❝t✐♦♥ s✐❞❡✳
■♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts s✉❝❤ ❛s ❈♦q ❬✷✶❪ ❛♥❞ ♣✈s ❬✹✾❪✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❧❛♥❣✉❛❣❡
✭♦r ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✮ ❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ❦✐♥❞s ♦❢ ♣r♦♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✿ t❛❝t✐❝s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥str✉❝t t❤❡ ♣r♦♦❢ tr❡❡ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ ❛♥❞ str❛t❡❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ♣r♦✲
✈✐❞❡ ♣r♦♦❢ s❡❛r❝❤ ❝♦♥tr♦❧✷✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s
♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ❝♦♥❝❡♣ts✱ st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ t❛❝t✐❝s✳
✻✳✶ Pr♦♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣
❲❡ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳ ❖✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t t♦ ❢♦r♠❛❧✐③❡ ❛♥②
♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ s✉❝❤ ❛s ❝❧❛ss✐❝❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝✲
t✐♦♥ ❬✺✷❪ ♦r ✐♥t✉✐t✐♦♥✐st✐❝ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✷✹❪✿ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ✐s s❡t✲t❤❡♦r❡t✐❝✳
❘♦✉❣❤❧②✱ s❡q✉❡♥ts✴t②♣✐♥❣ ❥✉❞❣❡♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞
❤②♣♦t❤❡s❡s✱ ❛ ✜♥✐t❡ s❡t ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✶✾ ✭▲❛❜❡❧❧❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ T
❛♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❛ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐s ❛ ♣❛✐r ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛
♣r♦♦❢ t❡r♠ pi ∈ T ❛♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A ∈ L✱ ♥♦t❡❞ pi : A✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✵ ✭❙❡q✉❡♥t✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❧❛♥❣✉❛❣❡ T ❛♥❞ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧
❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱ ❛ s❡q✉❡♥t ✐s ❛ tr✐♣❧❡ s = (pi,Γ,∆)✱ ✇❤❡r❡ pi ✐s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♦❢
T ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Γ ❛♥❞ ∆ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✮ ❛r❡
✜♥✐t❡ s❡ts ♦❢ ❧❛❜❡❧❧❡❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ♦❢ L✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤✐s tr✐♣❧❡ ✇✐❧❧ ❜❡
❞❡♥♦t❡❞✿ pi ∴ (Γ ⊢ ∆)✱ ♦r ✐♥ s❤♦rt pi ∴ s✳ ❚❤❡ ✭✐♥✜♥✐t❡✮ s❡t ♦❢ s❡q✉❡♥ts ✇✐❧❧
❜❡ ❞❡♥♦t❡❞ S(T ,L)✳
❚❤✐s r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥ts ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥
♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ♦r ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t✱ ❛♥❞ ❛ s❡q✉❡♥t ✐s ❥✉st t❤❡ ♣❛✐r Γ ⊢ ∆✳
✷❱❛r✐♦✉s ♦t❤❡r t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s ❡①✐st ✐♥ t❤✐s ✜❡❧❞✿ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ♣✈s t❛❝t✐❝s ❛r❡ ❝❛❧❧❡❞
♣r♦♦❢ r✉❧❡s✱ ✇❤✐❧❡ ❈♦q str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥❛♠❡s t❛❝t✐❝❛❧s✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ✇♦r❞s ✏t❛❝t✐❝✑ ❛♥❞
✏str❛t❡❣②✑ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧② ❝♦♥✈❡② ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧✐t②✳
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✺
❚❤❡ ✉s✉❛❧ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ✉s✐♥❣ ❛ r❡s❡r✈❡❞
❢♦r♠✉❧❛ ❧❛❜❡❧ ❵∗✬✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✿
❊❳❆▼P▲❊ ✷✶✳ ▲❡t ✉s t❛❦❡ Λ✱ t❤❡ s❡t ♦❢ s✐♠♣❧② t②♣❡❞ ❧❛♠❜❞❛✲t❡r♠s✱ ❢♦r T ✱
❛♥❞ ❢♦❧✱ t❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ❢♦r L✳ ❚❤❡ s❡q✉❡♥t st❛t✐♥❣
t❤❛t ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✭t : A✮✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ st❛t❡♠❡♥ts (λx.t : B ⇒ A) ♦r
(u : C) ✐s ♣r♦✈❛❜❧❡✱ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✿
t : A ⊢ λx.t : B ⇒ A, u : C
❆ss✉♠❡ ❛ ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤✐s s❡q✉❡♥t ❜❡❣✐♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❞❡❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ λ✲
♣r♦♦❢ t❡r♠ λx.t✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ✏⇒✲✐♥tr♦✑ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✐t ✐s t❤❡ ❝❡♥tr❛❧
❡❧❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣✱ t❤✐s ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❤❛s ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r st❛t✉s✱
❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛❧✐✜❡❞ ❛s ♣✐✈♦t❛❧✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❡①♣r❡ss t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
s❡q✉❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ s❡t ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✵✱ t❤❡ ♣✐✈♦t❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠
✐s s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❵∗✬ ♣❧❛❝❡❤♦❧❞❡r ♣✉t ✐♥ ✐ts ♣❧❛❝❡ t♦
❧❛❜❡❧ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡ t❤❡ s❡q✉❡♥t ✐s ✇r✐tt❡♥✿
λx.t ∴ (t : A ⊢ ∗ : B ⇒ A, u : C)
❙✐♥❝❡ ❛ ♣✐✈♦t❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❝❛♥ ❛❧✇❛②s ❜❡ ♣✐♥♣♦✐♥t❡❞✱ s✉❝❤ ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♦♥ ❛♥② s❡q✉❡♥t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳
❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ s❡♣❛r❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❢r♦♠ t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥t ❛♥❞
❝♦♥s❡q✉❡♥t ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❛♣t✉r❡ ♠♦r❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
♣✐✈♦t❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♠✐❣❤t ❛♣♣❡❛r✱ ♥♦t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ❜✉t ❛❧s♦
❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❋♦r ✐♥st❛♥❝❡✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s à ❧❛
❈✉r✐❡♥✲❍❡r❜❡❧✐♥ ❬✶✼❪✱ t❤❡ s❡q✉❡♥ts Γ ⊢ λx.v : A⇒ B;∆ ❛♥❞ 〈v|e〉 : (Γ ⊢ ∆)✱
✇❤❡r❡ λx.v ❛♥❞ 〈v|e〉 ❛r❡ ♣✐✈♦t❛❧ λ¯µµ˜✲♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ ❛r❡ ✇❡❧❧✲❢♦r♠❡❞✳ ■♥ ♦✉r
❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✜rst s❡q✉❡♥t ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞
❵∗✬ ❧❛❜❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ♣r♦❝❡ss ❛s ✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✶✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ s❡q✉❡♥t ✐s
tr✐✈✐❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ tr✐♣❧❡ 〈v|e〉 ∴ (Γ ⊢ ∆)✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦
❵∗✬ ❧❛❜❡❧ ❛♣♣❡❛r✳ ❚❤❡ s❛♠❡ ❤♦❧❞s ❢♦r ❯r❜❛♥✬s s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✺✺❪✱ ✇❤✐❝❤
♣❧❛❝❡s ❛❧❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡✈❡❧ ❛s t❤❡ ❛♥t❡❝❡❞❡♥ts ❛♥❞ ❝♦♥s❡q✉❡♥ts✳
❋✐♥❛❧❧② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❞❞ ❛ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❧✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿ t❤❡r❡❢♦r❡ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡
t❤❡ ✉s✉❛❧ ❧✐st ❝♦♥str✉❝t♦rs ❝♦♥s ❛♥❞ ♥✐❧✱ ♥♦t❡❞ ❵;✬ ❛♥❞ ❵∅✬✳ ❋♦r t②♣❡s❡tt✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s ❛♥❞ ✇❤❡♥ ✉♥❛♠❜✐❣✉♦✉s✱ ✇❡ ❛❜❜r❡✈✐❛t❡ t❤❡ ❧✐st φ;∅ t♦ φ✱ ❛♥❞ ✇❡
♦♠✐t ❛❧❧ ❧✐st ❝♦♥str✉❝t♦rs ❢♦r ✉♥❛r② ❧✐sts✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❝❛rr✐❡❞ ❜② t❡r♠s ❛♥❞ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✐s ❡❛s✐❧② ❡①t❡♥❞❡❞ t❤r♦✉❣❤ s✐♠♣❧❡ s✉❜t❡r♠
♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t♦ r❛♥❣❡ ♦✈❡r s❡q✉❡♥ts ❛♥❞ ❧✐sts ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❧✐sts ♦❢
s❡q✉❡♥ts ✐s ❞❡♥♦t❡❞ LS(T ,L)✳
❆ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ r❡✇r✐t❡ s②st❡♠ ♦♣❡r❛t✐♥❣ ♦♥ t②♣❡❞
♣r♦♦❢ t❡r♠s✱ ✐✳❡✳✱ s❡q✉❡♥ts✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❧❛② t❤❡ ❣r♦✉♥❞✇♦r❦
✶✻ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t
r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❢r❛♠❡✇♦r❦✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✷ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✮✳ ❆ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡✱ ❛❧s♦ ❝❛❧❧❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
r✉❧❡✱ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ s✐♥❣❧❡ s❡q✉❡♥t t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✿
l ∴ (Γl ⊢ ∆l)→ r1 ∴ (Γr1 ⊢ ∆r1); . . . ; rn ∴ (Γrn ⊢ ∆rn)
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐✈✐t② ♦❢ ❧♦❣✐❝❛❧ r✉❧❡s✱ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s ✐♥ t❤✐s
❝♦♥t❡①t ♠❛② ❤❛✈❡ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛s ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❛♥❞ ♠❛② ✐♥tr♦❞✉❝❡ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t✲
❤❛♥❞ s✐❞❡ s♦♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s t❤❛t ❞♦ ♥♦t ♦❝❝✉r ✐♥ t❤❡ ❧❡❢t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
r❡❧❛①✐♥❣ t❤❡s❡ s②♥t❛❝t✐❝ r❡str✐❝t✐♦♥s ♠❛❦❡s ❡✈❡♥ ♠♦r❡ ❝r✉❝✐❛❧ t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢
❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t❤❛♥❦s t♦ str❛t❡❣✐❡s✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✸ ✭❖♥❡ st❡♣ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❲❡ s❛② t❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ❧✐st φ =
pi1 ∴ s1; . . . ;pim ∴ sm r❡❞✉❝❡s ✐♥ ♦♥❡ st❡♣ t♦ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❧✐st φ
′ ❜② t❤❡
❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡ l ∴ sl → r1 ∴ s1; . . . ; rn ∴ sn ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ s✉❝❤ t❤❛t pii ∴ si = σ(l ∴ sl) ❛♥❞
φ′ = pi1 ∴ s1; . . . ;pii−1 ∴ si−1;
σ(r1 ∴ s1; . . . ; rn ∴ sn);
pii+1 ∴ si+1; . . . ;pim ∴ sm
❲❤❡♥ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✱ t❤❡ ♠❛t❝❤✐♥❣ st❡♣ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥❛❧ t❤❡♦r②✱ ❧✐❦❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①❛♠♣❧❡✳
❊❳❆▼P▲❊ ✷✹✳ ❋✐rst✲♦r❞❡r ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♣❡r❤❛♣s t❤❡ ♠♦st
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ♣r♦♦❢✲❛s✲t❡r♠s ♠♦r♣❤✐s♠✳ ■t
❝♦♥s✐❞❡rs ✜rst✲♦r❞❡r ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❛s t②♣❡s ❢♦r ❧❛♠❜❞❛✲t❡r♠s✱ ❛♥❞ ❤❛s t②♣✐♥❣
❥✉❞❣❡♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ Γ ⊢ t : A✳ ■♥ ♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ T = Λ✱
L = ❢♦❧ ❛♥❞ s❡q✉❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ t ∴ (Γ ⊢ ∗ : A)✳ ❚❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s
❢♦r ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡✇r✐t❡
r✉❧❡s✱ ✇❤❡r❡ Γ ✐s ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐s❡t ♦❢ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ✭✐✳❡✳✱ t❤❡
s❡♣❛r❛t♦r ✏✱✑ ✐s ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✮✱ t, u ❛r❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱
A,B ❛r❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
I ∴ (Γ ⊢ ∗ : ⊤) → ∅ ✭D1✮
t ∴ (Γ, t : A ⊢ ∗ : A) → ∅ ✭D2✮
λx.t ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B) → t ∴ (Γ, x : A ⊢ ∗ : B) ✭D3✮
tu ∴ (Γ ⊢ ∗ : B) → t ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B);u ∴ (Γ ⊢ ∗ : A) ✭D4✮
λx.t ∴ (Γ ⊢ ∗ : ∀xB) → t ∴ (Γ ⊢ ∗ : B) ✭D5✮
tu ∴ (Γ ⊢ ∗ : B[u]ω) → t ∴ (Γ ⊢ ∗ : ∀xB[x]ω) ✭D6✮
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✼
✇❤❡r❡ I ✐s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ❝♦♥st❛♥t✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ❢r❡❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ A ✭r❡s♣✳
x✮ ✐♥ t❤❡ r✐❣❤t ❤❛♥❞✲s✐❞❡ ♦❢ r✉❧❡ ✭D4✮ ✭r❡s♣✳ ✭D6✮✮✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s❡t ♦❢
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❢♦✉r r❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s ❝♦✉❧❞ ❜❡✿
λx.λy. (yx) ∴ (⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B)
→✭D3✮λy. (yx) ∴ (x : A ⊢ ∗ : (A⇒ B)⇒ B)
→✭D3✮ (yx) ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : B)
→✭D4✮y ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A⇒ B);
x ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A)
→✭D2✮∅;∅
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ r✉❧❡ ✭D2✮ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜❡❝❛✉s❡
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ✏✱✑ t♦ ❜❡ ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡✳ ❆♥♦t❤❡r
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ❝♦✉❧❞ ❜❡ t♦ ❛❞❞ ❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ r✉❧❡✱ ✇✐t❤ t❤❡ r✐s❦ t♦ ✐♥❤❡r✐t ♦❢
t❤❡ ❡①♣❧✐❝✐t tr❡❛t♠❡♥t ♦❢ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈✐t② ❛t t❤❡ ♣r♦♦❢ ❞❡s✐❣♥ ❧❡✈❡❧✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✺ ✭❉❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L ❛♥❞ ❛
t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ T ✱ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ R =
(OR,SR) ✇❤❡r❡✿
• OR ❝♦♥t❛✐♥s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ LS(T ,L)✱ ❛♥❞
• SR = {φ→ φ
′ | φ−→φl→φrω φ
′} ✇❤❡r❡ ω ✐s ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ φ ✭✐✳❡✳✱ ♦♥❡ ♦❢
✐ts s❡q✉❡♥ts✮ ❛♥❞ φl → φr ✐s ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡✳
❆s ❢♦r t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❤❡r❡❛❢t❡r ✉s❡ ❛❧❧ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
❛❜str❛❝t ❝❛s❡ ❢♦r ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳
❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ DS✱ ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t φ ✐s ❛
❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐ss✉❡❞ ❢r♦♠ φ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❧✐st ∅; . . . ;∅ ✉s✐♥❣ t❤❡ r✉❧❡s ✐♥
DS✳
■t ✐s ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ♥♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡
❝♦♥❝❡r♥s ❛ ❢✉❧❧ ♣r♦♦❢ tr❡❡ ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ ✐ts ❜r❛♥❝❤❡s✳ ❚❤✐s ✐s ❞✉❡
t♦ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✇❡ ✇❛♥t t♦ ❞❡✜♥❡ str❛t❡❣✐❡s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥s✐st❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣
❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢ tr❡❡s ❛♥❞ ♥♦t ♦♥❧② ♣❛rt ♦❢ t❤❡♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥s
♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s ❛♥❞ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ♦♥ ❧✐sts ♦❢
s❡q✉❡♥ts r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ ♣r♦♦❢ tr❡❡s✳
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s✱ ❝♦♠♣❧❡t❡❞ ♣r♦♦❢s ❛r❡ ❝❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❛s r❡❞✉❝✲
t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♦r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ❛s ♣❛t❤s ✐♥t♦ t❤❡ ❆❘❙ ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
s②st❡♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❧❡❛✈❡s t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✱
✐✳❡✳✱ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠✱ ✉♥❛♥s✇❡r❡❞✳ ❨❡t t❤✐s ✐s ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ✐♥
t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s q✉❡st✐♦♥✱ ✈❛r✐♦✉s
✶✽ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
❛✉t❤♦rs ❬✹✸✱ ✹✼✱ ✸✵❪ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ❛♥❞ s❡q✉❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ♣r♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t❤❛t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ st✐❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥
♣❛rts ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✻ ✭Pr♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❈♦♥s✐❞❡r t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s
❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s❡t ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s M✱ ❝❛❧❧❡❞ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♥♦t❡❞
X,Y,Z✳ ✳ ✳ ✳ ❲❡ ♥♦t❡ TM t❤❡ ❛❧❣❡❜r❛ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠s ✇✐t❤ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛♥❞
meta(pi) t❤❡ s❡t ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❡❛r✐♥❣ ✐♥ pi✳ ❲❡ ❝❛❧❧ ♦♣❡♥ s❡q✉❡♥t ❛
tr✐♣❧❡ pi ∴ (Γ ⊢ ∆) ✇❤❡r❡ pi ❝♦♥t❛✐♥s ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡✳
❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❬✹✼❪✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❧♦❣✐❝❛❧ s❡tt✐♥❣s ❢❡❛t✉r✐♥❣
❞❡♣❡♥❞❡♥t t②♣❡s ♦r ♣♦❧②♠♦r♣❤✐s♠ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❛❞❞✐t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♥str❛✐♥ts t♦
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ s❡q✉❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ✐s ♠♦r❡ ❡❧❛❜♦r❛t❡❞✱
✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❜✉t ❧❛r❣❡❧② ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ t♦ ♦✉r ❝✉rr❡♥t ♣✉r♣♦s❡✱ ✐t ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡
❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✷✼ ✭Pr♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡✮✳ ❆ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡ ✐s ❛♥ ♦r❞❡r❡❞
♣❛✐r ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱ ❞❡♥♦t❡❞ L ∴ s → r ∴ s✱ ✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ♣r♦♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡
❛♥❞ r ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t ❝♦♥t❛✐♥ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❆ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ st❡♣ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ s✐♠♣❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡ t♦ ❛ ❧✐st ♦❢ s❡q✉❡♥ts✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✷✸✳ ❚❤❡
s❡q✉❡♥t ❢❡❛t✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡✇❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ✉s✐♥❣
❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ ✉♥t✐❧ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❡♥❞s ♦r ❛ ♥❡✇ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ ✐s ♥❡❝❡ss❛r②✳
❊❳❆▼P▲❊ ✷✽✳ ❘❡❝❛❧❧ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✹✳ ❆ss✉♠❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r✉❧❡s ❢♦r ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✿
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : ⊤) → I ∴ (Γ ⊢ ∗ : ⊤) ✭C1✮
X ∴ (Γ, x : A ⊢ ∗ : A) → x ∴ (Γ, x : A ⊢ A) ✭C2✮
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B) → λxA.Y ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B) ✭C3✮
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : A) → (YZ) ∴ (Γ ⊢ ∗ : A) ✭C4✮
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : ∀xB) → λx.t ∴ (Γ ⊢ ∗ : ∀xB) ✭C5✮
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : B[u]ω) → tu ∴ (Γ ⊢ ∗ : B[u]ω) ✭C6✮
❲❤✐❧❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❝❤♦s❡♥✱ t❤❡s❡ s✐① r✉❧❡s ❡❛❝❤
❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ λ✲♣r♦♦❢ t❡r♠ ❤❡❛❞ s②♠❜♦❧✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐t ✐s
❡❛s② t♦ ✈❡r✐❢② t❤❛t t❤❡② ❜✉✐❧❞ ♣r♦♦❢s t❡r♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ t②♣❡❝❤❡❝❦❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡
❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ❢♦r ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s s❡t ♦❢ r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ t❤❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♦❢ ❡①❛♠♣❧❡ ✷✹ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐♦♥
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✶✾
♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡s✿
X1 ∴ (⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B)
→✭C3✮ λxA.X2 ∴ (⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B)
→✭D3✮ X2 ∴ (x : A ⊢ ∗ : (A⇒ B)⇒ B)
→✭C3✮ λyA⇒B .X3 ∴ (x : A ⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B)
→✭D3✮ X3 ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B)
→✭C4✮(X4X5) ∴ x : A, y : A⇒ B ⊢ A⇒ (A⇒ B)⇒ B
→✭D4✮ X4 ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A⇒ B);
X5 ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A)
→✭C2✮ y ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A⇒ B);
X5 ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A)
→✭D2✮ ∅;X5 ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A)
→✭C2✮ ∅; x ∴ (x : A, y : A⇒ B ⊢ ∗ : A)
→✭D2✮ ∅;∅
❚❤❡ s②♥t❤❡s✐s ♦❢ t❤❡ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ ✐♥st❛♥❝❡s t❤❡♥ ②✐❡❧❞s t❤❡ ✜♥❛❧ ♣r♦♦❢ t❡r♠✳
❚❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ Ci;Di r❡❞✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❧❝❢ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❛❝t✐❝✱
✐✳❡✳✱ ❛ ❣r❛❢t✐♥❣ st❡♣ t❤❛t ✐♥st❛♥t✐❛t❡s ❛ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜②
❛ s❡r✐❡s ♦❢ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s t❤❛t ✐♥❢❡rs ♥❡✇ ❣♦❛❧s ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡q✉❡♥t✳
❨❡t t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✉s✐♥❣ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❣r❛❢t✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②
❝♦♥❞❡♥s❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ s♣❡❝✐✜❝ t♦ t❤❡ t❡r♠ r❡✇r✐t✐♥❣ ❞♦♠❛✐♥✳
■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❜② ❛ t❡r♠✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❧❛tt❡r
❜❡❝♦♠❡s r❡❞✉❝✐❜❧❡ ❜② ❛ r✉❧❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐s ❡①❛❝t❧② ❛ ♥❛rr♦✇✐♥❣
st❡♣✱ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✼✳
❊❳❆▼P▲❊ ✷✾✳ ❚❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ♦❢ ❊①❛♠♣❧❡ ✷✹ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ ❛
♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ A⇒ (A⇒ B)⇒ B ❜② ♥❛rr♦✇✐♥❣ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ q✉❡r②
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✳
U ∴ (⊢ ∗ : A⇒ (A⇒ B)⇒ B) 
✭D3✮
U 7→λx.X X ∴ (x : A ⊢ ∗ : (A⇒ B)⇒ B)
 
✭D3✮
X 7→λy.Y Y ∴ (x : A; y : A⇒ B ⊢ ∗ : B)
 
✭D4✮
Y 7→TZT ∴ (x : A; y : A⇒ B ⊢ ∗ : α⇒ B);
Z ∴ (x : A; y : A⇒ B ⊢ ∗ : α)
 
✭D2✮
α7→A,T7→y,Z 7→x ∅;∅
✷✵ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
❚❤❡ ♣r♦♦❢ ❣r❛❢t✐♥❣ r✉❧❡s ❝❛♥ ❜❡ r❡❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❛♥♥♦t❛t✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐✜❝❛t✐♦♥
❛ss✐❣♥♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❡q✉❡♥ts✿
X ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B)→ λxA.Y ∴ (Γ ⊢ ∗ : A⇒ B)
Y ∴ (Γ ⊢ ∗ : A)→(TZ) ∴ (Γ ⊢ ∗ : A)
T ∴ (Γ, x : A ⊢ ∗ : A)→ x ∴ (Γ, x : A ⊢ A)
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✐s s✐♠♣❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣♦s✐♥❣ t❤❡ ♥❛rr♦✇✲
✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✿
U = {α 7→ A,T 7→ y,Z 7→ x}({Y 7→(TZ)}({X 7→ λy.Y}(λx.X)))
= λx.λy. (yx)
◆♦t✐❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ✉s❡ ♠❛❞❡ ♦❢ ♣r♦♦❢ t❡r♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭✐✳❡✳✱
U,X,Y,Z,T✮ ❛♥❞ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♦♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐✳❡✳✱ α✳
❍❡♥❝❡✱ ✇❤✐❧❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧❧② ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✇❛s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥
❛❧t❡r♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❣r❛❢t✐♥❣ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇❤❛t ❡♠❡r❣❡s ❤❡r❡
✐s ❛ ♠♦r❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♥❛rr♦✇✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❛
❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✸✵ ✭Pr♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✮✳ ●✐✈❡♥ ❛ ❧♦❣✐❝❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡ L✱
❛ t❡r♠ ❛❧❣❡❜r❛ T ❛♥❞ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ DS ❞❡✜♥❡❞ ❢r♦♠ ❛ s❡t D ♦❢ ♣r♦♦❢
r❡✇r✐t❡ r✉❧❡s✱ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ✐s ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠
N = (OD,SD) ✇❤❡r❡✿
• OD ❝♦♥t❛✐♥s ❡❧❡♠❡♥ts ♦❢ LS(T ,L)✱ ❛♥❞
• SD = {φ φ
′ | φ Dω φ
′ ❢♦r ω ❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ✐♥ φ}✳
❚❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❧✐♥❦ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ❞♦❝✉♠❡♥t❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❧♦❣✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥✲
st❛♥t✐❛t✐♦♥ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ♦❢t❡♥ ❛r❡ ❧❡❢t ✐♠♣❧✐❝✐t✳ ❆s s✉❝❤✱ t❤✐s ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❝❛♥
❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛♥ ✐♥♥♦✈❛t✐✈❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ t♦ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s✳
✻✳✷ Pr♦♦❢ r❡✇r✐t✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s
❚❤❡ ♥❡❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝r❡❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣r♦♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✇❛s ❛❝❦♥♦✇❧✲
❡❞❣❡❞ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❬✷✻❪✱ t❤❡
❛✉t❤♦rs r❡♠❛r❦ t❤❛t t❤❡✐r ✐♥✐t✐❛❧ ❛tt❡♠♣ts ❛t ✉s✐♥❣ ❧❝❢ ❬✹✻❪✱ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ✜rst
❞❡❞✉❝t✐♦♥ s♦❢t✇❛r❡✱ ✇❡r❡
✏❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ ✜①❡❞✱ ❛♥❞ r❛t❤❡r ♣r✐♠✐t✐✈❡✱ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✐ts r❡♣❡rt♦✐r❡ ♦❢
❝♦♠♠❛♥❞s✑✱
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✷✶
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t❤❡ ❡①♣❡r✐❡♥❝❡ t♦ ✉s✐♥❣ ❛ t♦♣✲❧❡✈❡❧ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❛ss❡♠❜❧② ❧❛♥✲
❣✉❛❣❡✳ ❲❤❛t ✇❛s ♥❡❡❞❡❞✱ t❤❡② ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✇❛s ❛ ✇❛② t♦ s♣❡❝✐❢② ✏r❡❝✐♣❡s ❢♦r
♣r♦♦❢s✑✱ ✐✳❡✳✱ str❛t❡❣✐❡s✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ❡①♣r❡ss✐♥❣ ❛ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠ ❛s
❛♥ ✐♥st❛♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ❣✐✈❡s ✉s t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❡①t❡♥❞ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ✭❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✮ t♦ ❞❡❞✉❝t✐♦♥
s②st❡♠s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣②✳
❉❊❋■◆■❚■❖◆ ✸✶ ✭Pr♦♦❢ str❛t❡❣②✮✳ ❆ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣② ✐s ❛ s✉❜s❡t ♦❢ t❤❡ s❡t
♦❢ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r♦♦❢ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣②✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ str❛t❡❣②
❝♦♥t❛✐♥✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ ❡♠♣t② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✼✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✐♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ ♠✉❝❤ ❣✉✐❞❛♥❝❡ r❡✲
❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ ❛ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡r✳
■♥ ♠♦❞❡r♥ ❧❝❢✱ t❤❡ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛s ❝♦♠❜✐♥❛t♦rs ✇❤♦s❡ ❜❡✲
❤❛✈✐♦r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❛❢t❡r t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✐ts ❛r❣✉✲
♠❡♥ts✳ ❚❤❡ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ✉s✉❛❧❧② ❝♦♥t❛✐♥s ♥♦♥✲❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❛t
s✐❣♥❛❧s ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t❛❝t✐❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❤❛s✱ ❡✳❣✳✱ s♦❧✈❡❞ t❤❡ ❣♦❛❧✱ ♦r
❢❛✐❧❡❞✳ ■♥ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦♦❢ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ t❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❢❡❞ ❜❛❝❦ t♦
t❤❡ ✉s❡r✱ ✇❤♦ ✉s❡s ✐t t♦ ❢✉rt❤❡r ❤✐s ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡
♦❢ ❧❝❢ str❛t❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ♦r❡❧s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✱ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥ ♣r♦✲
✈✐❞❡❞ t✇♦ t❛❝t✐❝s t1 ❛♥❞ t2✱ ❛♣♣❧✐❡s t2 ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t1 ❤❛s ❡✐t❤❡r
❢❛✐❧❡❞✱ ♦r ❞✐❞ ♥♦t ♠♦❞✐❢② t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❆❧❧ ♠❛❥♦r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ ♣r♦♦❢
str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❝♦r❡ s❡t ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♥❤❡r✐t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡
❧❝❢ ♣r♦✈❡r ❬✺✵❪✱ ♥❛♠❡❧②✿ t❤❡♥✱ t❤❡♥❧✱ ♦r❡❧s❡✱ ✐❞t❛❝✱ ❢❛✐❧✱ ❛♥❞ r❡♣❡❛t✳
❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ q✉❡st✐♦♥ t♦ ❛s❦ ✐s ✇❤❡t❤❡r ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❞✐✲
✈✐❞❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❧❝❢✲st②❧❡ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ♣r♦♦❢
str❛t❡❣② ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✸✶✳ ▼♦r❡ ❣❡♥❡r❛❧❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐❢♦r♠
❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✐♥ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
♣♦ss✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✐✳❡✳✱ ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❜✉✐❧❞✲
✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❛❜str❛❝t r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ✐♥st❛♥t✐❛t❡❞ ✐♥t♦
r❡✇r✐t✐♥❣ ❛♥❞ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡s✳ ❚❤❡ ❧❝❢ ♣r♦♦❢ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡
✇✐❧❧ ❜❡ ❛ st❛rt✐♥❣ ♣♦✐♥t ❢♦r t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢ t❤✐s ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
✻✳✸ ❙tr❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❢♦r ❞❡❞✉❝t✐♦♥
❚❤❡ str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦❝❡❞✉r❛❧ t❤❡♦r❡♠ ♣r♦✈❡rs ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥
t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ♦❢ ♠♦❞❡r♥ ❧❝❢✱ ❛s s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳ ❲✐t❤ t✐♠❡✱ t❤✐s
❝♦r❡ ❤❛s ❜❡❡♥ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ❡✐t❤❡r t♦ ❡♥r✐❝❤
t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r♦♦❢ s②st❡♠s ✭♣♦st♣♦♥❡ ❣♦❛❧s✱ ✉♥❞♦ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❡t❝✳✮✱
♦r t♦ ❜✉✐❧❞ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❛♥❞ ❛✉t♦♠❛t❡❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✉♥✐✜❝❛✲
t✐♦♥✱ ♥❛rr♦✇✐♥❣✱ ❡t❝✳✮ ❜② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ s✐♠♣❧❡ r✉❧❡s ✉s✐♥❣ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥str✉❝ts✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ ❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠✲
✷✷ ❈❧❛✉❞❡ ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❋❧♦r❡♥t ❑✐r❝❤♥❡r✱ ❍é❧è♥❡ ❑✐r❝❤♥❡r
♠❛♥❞s ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ ❛❢♦r❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜r❛♥❝❤❡s✿ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❆s ❛ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ t❤r♦✉❣❤ t❤✐s t❛①♦♥♦♠②✱ ✇❡ ♣❛② ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡
♣❧❛❝❡ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ✭t❤❛t ✐s✱ t❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦r♠❛t✮ ♦❢ ♣r♦♦❢s
❛♥❞ ✐♥ t❤❡ r♦❧❡ t❤❡② ♣❧❛② ✇✐t❤ r❡❣❛r❞ t♦ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♠❡❝❤❛♥✐s♠✳
❙tr❛t❡❣✐❡s ❛s ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts
❙tr❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦t❤❡r ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ✐✳❡✳✱ t❤❡② ❛❝t ❛s ❛ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣
❧❛♥❣✉❛❣❡ ❛t t❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❯♥❧✐❦❡ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♥❞ ♣r♦♦❢
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✱ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✉s❡❞ ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❝♦♥str✉❝t ♣r♦♦❢s ♣❡r s❡✱ ❜✉t
r❛t❤❡r t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① r✉❧❡s ✭❜✉✐❧❞ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❜✉✐❧❞❡rs✮✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱
str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣r♦♦❢s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡②
❛r❡ ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ ❝♦♥str✉❝ts✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ str❛t❡❣✐❝
♣r♦❣r❛♠s ❛r❡ t♦ ❜❡ r❡t❛✐♥❡❞✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t✿
♦r❡❧s❡ ✭❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛❴✶✮ ✭❛♣♣❧② ❧❡♠♠❛❴✷✮
t❤❛t ❛tt❡♠♣ts t♦ ♣❡r❢♦r♠ ❛ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❛ ✜rst ❧❡♠♠❛✱
❛♥❞ t❤❛t ❛♣♣❧✐❡s ❛ s❡❝♦♥❞ ❧❡♠♠❛ ✐❢ t❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ✉♥s✉❝❝❡ss❢✉❧✳ ❲❤✐❝❤❡✈❡r
❜r❛♥❝❤ ♦❢ t❤❡ ♦r❡❧s❡ str❛t❡❣② ❣❡ts s❡❧❡❝t❡❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡❝♦r❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ✜♥❛❧
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♣♦✐♥t ✐♥
st♦r✐♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ s❝r✐♣t✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳
❙tr❛t❡❣✐❡s ❛s ♣r♦♦❢ str✉❝t✉r✐♥❣ ❝♦♠♠❛♥❞s
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♥str✉❝ts t❤❛t✱ ❛❧t❤♦✉❣❤ ✉s❡❞ t♦ ❜✉✐❧❞ ♦t❤❡r ❝♦♠✲
♠❛♥❞s✱ ❛r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s✳ ■♥✲
❞❡❡❞✱ t❤❡② ❝♦♥st✐t✉t❡ ❡①❝❡♣t✐♦♥s t♦ t❤❡ ♥♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈✐t② ♦❢ t❤❡ ❝♦♠✲
♠❛♥❞s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❛t❡❣♦r②✳ ❖♥ t❤❡ ❝♦♥tr❛r② t❤❡② ❛r❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✐♥
t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢s✿
t❤❡♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠❜✐♥❡s ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♥ ❛ tr❡❡ str✉❝t✉r❡✱ ✐s♦♠♦r♣❤✐❝ t♦ t❤❡
str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✳ ■t ✐s t❤❡ ✏❣❧✉❡✑ t❤❛t ❤♦❧❞s t❤❡ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❜r✐❝❦s
♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢ t♦❣❡t❤❡r✱ ❛♥❞ t❤✉s ✐t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ t❤❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♣r♦♦❢s✳
✐❞t❛❝✱ t❤❛t ✏❞♦❡s ♥♦t❤✐♥❣✑ ✇❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❛ s❡q✉❡♥t✳ ■t ✐s ✉s❡❞ t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ♣r♦♦❢s✱ ❛♥❞ ✐♥ t❤❡ tr❡❡ ♦❢ ❝♦♠♠❛♥❞s✱ ✜❧❧s t❤❡ ♣❧❛❝❡
✇❤❡r❡ ❧❛t❡r t❛❝t✐❝s ♠✐❣❤t ❜❡ ❡♠♣❧♦②❡❞✳
❚♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❛❝t✐❝s✱ t❤❡s❡ t✇♦ str❛t❡❣✐❡s ❛r❡ ❛❧❧ t❤❛t ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞ t♦ r❡♣r❡✲
s❡♥t ♣r♦♦❢s✳ ■♥ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ t❤❡✐r tr❡❡✲str✉❝t✉r✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐t②✱ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡
s♣❡❝✐❛❧ ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣ str❛t❡❣✐❡s ❜❛r❦ str❛t❡❣✐❡s✳
❙tr❛t❡❣✐❡s ❛s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❝♦♥tr♦❧s
❇✉✐❧❞✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❤❛s ❜❡❝♦♠❡ ❛ ❧❛r❣❡❧② ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇✐t❤ ❣♦❛❧s ❜❡✐♥❣
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦♥❡ ❜② ♦♥❡✱ ♣♦st♣♦♥❡❞✱ ❝❤❛♥❣❡s ✉♥❞♦♥❡✱ ❡t❝✳✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❣r♦✉♣
❙tr❛t❡❣✐❝ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❉❡❞✉❝t✐♦♥ ✷✸
♦❢ str❛t❡❣✐❝ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ t❤❡ ♦♥❡s t❤❛t ❝♦♥tr♦❧ s✉❝❤ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡② ❞♦
♥♦t ❝♦♥tr✐❜✉t❡ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♦❢✱ ♥❡✐t❤❡r s❤♦✉❧❞ t❤❡②
❛♣♣❡❛r ✐♥ ❛ ✜♥✐s❤❡❞ ♣r♦♦❢ s❝r✐♣t✳ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ s✉❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞s ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡
♣♦st♣♦♥❡ ❝♦♥str✉❝t ❡✈♦❦❡❞ ✐♥ t❤❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✱ ♣✈s✬s ✭❤✐❞❡✮ ✴ ✭r❡✈❡❛❧✮
♦r ❈♦q✬s ❢♦❝✉s✳ ❆❧s♦✱ ❈♦q✬s ✉♥❛ss✉♠✐♥❣ ❵✳✬ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t❤❛t ✭❧✐t❡r❛❧❧②✮
♣✉♥❝t✉❛t❡s ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❜♦t❤ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
tr✐❣❣❡r ❛♥❞ ❛♥ ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧✱ r❡t✉r♥✐♥❣ t❤❡ ✜rst s✉❜❣♦❛❧ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✐✈❡
s✉❜tr❡❡ ♦♥❝❡ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡s❡ ❝♦♥tr♦❧s ✐♥t❡r❛❝t✐✈❡
❝♦♠♠❛♥❞s✳
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r ✇♦r❦
❲❡ ❤❛✈❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ ❢♦r✲
♠❛❧✐③❡❞ t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ t❡r♠✐♥❛t✐♦♥✱ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r
str❛t❡❣②✳ ❲❡ t❤❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤✐s ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❜♦t❤ ✐♥ t❤❡ ✜❡❧❞
♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❡①♣♦s❡❞ ❛♥❞ ❝❧❛ss✐✜❡❞
t❤❡ ♥♦t✐♦♥s ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✜❡❧❞s✳
❲❡ ❜❡❧✐❡✈❡ t❤❛t ♦✉r ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ str❛t❡❣✐❡s ❢♦r ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡✲
❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ✉s❡ ♦❢ ❛ s✐♠✐❧❛r ❢r❛♠❡✇♦r❦ ❢♦r ❡①♣r❡ss✐♥❣ t❤❡✐r
✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ s②st❡♠✱ ♠❛❦❡s t❤❡♠ r✐♣❡ ❢♦r ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛♥❞ t❤❛t
t❤❡✐r s✐♠✐❧❛r✐t✐❡s ❛r❡ ♠❛♥✐❢❡st✳ ❆s ❛ ♥✐❝❡ ❜♦♥✉s✱ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ❛ ♥❡✇ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ♣r♦♦❢ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤
s❤❡❞s ♥❡✇ ❧✐❣❤t ♦♥ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♦❢ t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐s♠s ✐♥✈♦❧✈❡❞✳
❋✉rt❤❡r ✇♦r❦ ✐♥✈♦❧✈❡s t✇♦ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✿ ✜rst✱ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛❜str❛❝t
str❛t❡❣② ❤❛s t♦ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♦❜❥❡❝ts ♦♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡② ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿
t❤✐s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ♠♦r❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r str❛t❡❣✐❡s
♦♥ t❡r♠s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ❢♦r ❛♥ ❛❜str❛❝t str❛t❡❣② ❧❛♥❣✉❛❣❡ s❤♦✉❧❞
❡♠❡r❣❡ ❢r♦♠ t❤✐s ✇♦r❦ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❜❛s✐s ❡✐t❤❡r ❢♦r ❢✉t✉r❡ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞
♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥ts✱ ♦r ❢♦r ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦♥❡s✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡♠❡♥ts
❚❤✐s ♣❛♣❡r ❜❡♥❡✜❝✐❛t❡ ♦❢ ♠❛♥② ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇❡ ❤❛❞✱ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ Pr♦t❤❡♦ t❡❛♠
✐♥ ◆❛♥❝② s✐♥❝❡ ✶✺ ②❡❛rs✱ ✇✐t❤ ❚❤érès❡ ❍❛r❞✐♥ ❛♥❞ ●✐❧❧❡s ❉♦✇❡❦✱ ❛♥❞ ❢r♦♠
♦✉r ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ♦♥ ❈♦q✱ ♣✈s✱ ❖❇❏✱ ❊▲❆◆ ❛♥❞ ❚❖▼✳ ▼❛♥② t❤❛♥❦s ❛❧s♦ t♦
❉❛♥ ❉♦✉❣❤❡rt② ❢♦r ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥ str❛t❡❣✐❡s ❛♥❞ t♦ ❈❤r✐st♦♣❤
❇❡♥③♠ü❧❧❡r ❢♦r ❤✐s ♣r❡❝✐s❡ r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♠♠❡♥ts✳
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